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249. Verfahren zur programmgesteuerten Berechnung 
der Eigenwerte eindimensionaler Molekel-Modelle l) 

VOII E.  Heilbronner, H .  Rutishauser u n d  F. Gerson 
(4. VII.  59) 

Manche Aufgaben der Quanten-Chemie, wie z. B. die Frage nach den Energie- 
zustanden delokalisierbarer Elektronen in einfachen n-Elektronensystemen, nach 
dem Bewegungsmodus von Protonen in Wasserstoffbriicken oder die Behandlung 
stark unharmonischer Schwingungen in Molekeln verlangen in einer ihrer modell- 
massigen, angenaherten Darstellung die Losung des folgenden allgemeinen Problems : 

Gesucht sind die Eigenwerte Ej  und Eigenfunktionen Yj(x) eines Teilchens der 
Masse m in einem eindimensionalen Potentialfeld V ( x ) ,  das sich entsprechend (1) 
durch ein Polynom der geraden Ordnung k darstellen l a s t  : 

Vor einiger Zeit wurde ein Verfahren angegebenl), nach welchem die Eigen- 
funktionen y&), die sich als Losungen der SCHRoDINGER’Schen Gleichung (2) mit 

dem durch (1) definierten Potential V ( x )  ergeben wurden, durch eine Linearkombina- 
tion @(x)  von HERMITE’schen Orthogonalfunktionen u, ( x )  angenahert werden (3) : 

Die un(x) stellen bekanntlich die Eigenfunktionen des linearen, harmonischen Os- 
zillators mit der Massischen Eigenfrequenz wo dar “). 

Wie gezeigt wurde, liegt der Vorteil des Verfahrens darin, dass die Matrixelemente 
H , ,  und S,,, der zum Variationsansatz (3) gehorigen Sakulardeterminante (4) 

(4) 

als exakt angebbare, algebraische Ausdriicke in Funktion von .n und m dial ten 
werden konnen. 

Zu diesem Zwecke ist es nutzlich, zunachst die Ausdrucke (l), (2) und (3) auf 
verallgemeinerte Koordinaten 5 umzurechnen, wobei der Umrechnungsfaktor M. 

t l x  den Wert u = I/(m &,)/ti annimmt (m = Masse des Teilchens, wo = klassische 

II %,, - sn, 1; II = 0 

1) 2. Mitteilung uber Linearkombinationen HERM1TE’SChe.T Orthogonalfunktionen. Als 
1. Mitteilung wird im folgcnden die Arbeit E. HEILBRONNER, Hs. H. GUNTHARD & R. GERDIL, 
Helv. 39, 1171 (1956), bezeichnet. 

a) Vgl. z. B. L. PAULING & E. B. WILSON jr., Introduction to Quantum Mechanics, New 
York 1935, a) p. 67: b) p. 302; c) p. 156; I,. I. SCHIFF, Quantum Mechanics, New. York 1949. 
a) p. 60; b) p. 191 ; c) p. 149. 
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Ft-c.cluenz jcncs linearen harnionischen Oszillators, dessen Eigenfunktionen zt , ,(x) iin 
Aiisntz ( 3 )  Vcrwcnclung finclen). Alan erhdt  durcli diese Variablcntransformation : 

2 ?!/ ' 5' h t'l,, " I .( t) .- I \  .I / I  
I I 

I I 

Es ist des weitercn von Vorteil, als Energie-Einhcit in dcr Folge stets die Grijsse 
f i  n),/4 oder ein ganzzahliges Vielfaches dersclbcn zu wkhlen (vgl. weiter untcn). Da- 
durch stehen die Koeffizientcn 7); nnd 11, clcr Ausdriickc ( 1 )  und (1 a) in folgendeni 
\'cdiiiltnis zuein antlcr : 

Hrschrankt man sich zuniichst ini Ansatz ( 1  a) auf k - 6, so erhzlt man fur die 
Matriselcmentc drr Sakulardeterminantc (4) die, folgcnden 13eziehungen (siehc 

Ausserdeni gilt, class H,,,, = H,,,,, ist und class Linter der ohen getroffenen Ein- 
scliriinkung k = 6 allc H ,  ,, I = H,,  .r ) I  und allc H,, = H,,,, ,1 mit r > 6 gleich 
Null sind. Die Koeffizienten Z J ~  his Z J ~  sind jene, die das Potential V(6)  entsprechend 
(1 a) definicrcn, untl ihre Wahl bestimmt somit cindeutig das ZII liisencle Bigenwert- 
prob1t:m (4). 

\Vie z. B. aus (7) crsiclitlich, gehiirt die Matrix H cler H,,, fur cin gegcbenes k 
(1.81. Ausdruck (1 a)) m m  Typus der Bandmatrizcn, indem nur (lie Elementc der 
carsten k obcrcn und k untercn Nebendiagonalcn von Null verschicden sein konnen 
(vgl. Abschnitt A und Fig. 1 a). Verschwinden im Potcntialansatz ( la )  die Koeffi- 
zienten clrr ungeraden Potenzcn von 6, so class das Potential V ( t )  relativ zum 
~~rspri i i ig  . 0 symmetrisch ist, dann lasst sicli. wit, hewits in der 1. Mitteilnng aus- 
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fiihrlicher erwahnt, die Randmatrix H = (Elnvn) der Ordnung IV in zwei Bandmatrizen 
faktorisicrcn, dic nur die ersten k / 2  untercn und k / 2  obcrcn Kcbcndiagonalen auf- 
wcisen (vgl. Fig. 1 b). Yon den beiden Faktormatrizen liefert die einc (Ordnung 
.Y/2 wenn N geradc, (IY + 1)/2 wcnn AT ungerade) entsprechend (4) die zu den 
symmctrischen Linearkombinationen Qj(6)  = Qj (- 6) gehorigen Eigenwerte Ej , die 
andere (Ordnung 11'12 wenn N gerade, ( N  - 1)/2 wenn N ungerade) die zu den anti- 
symmetrischcn Linearkombinationen Q j ( ( 5 )  = - Qj(- 6) gchorigcn. In  der in der 
Folge verwendeten Kurncrierung dcr Eigenwerte und Linearkombinationen beziehen 
sicli die gcradcn Indizes j = 0, 2, 4, . . . auf symmetrische, die ungeraden Indizes 
j = 1 ,  3, 5 ,  . . , auf antisymmetrische Linearkombinationen Q j ( ( E ) .  Fur wcitere 
Einzclheiten sei auf die 1. Mitteilung verwiesen. 

a )  b )  

obere n.m gerade Nebe?diagonalen 

untere 
Nebendiagonalen 

n.m ungerabe 

= Hnm mit I m - n r 4 6  

Fig. 1 

Zur Beurteilung der Anwendungsmoglichkeiten diescr hier kurz skizzierten 
Mcthode fur eindimensionale Modelle der Quantenchemie, die sich auf die Losung 
rlcs eingangs erwahntcn Problems zuruckfuhren lassen, seien die beiden folgenden 
Eigenschaftcn dcs Verfahrens besonders hervorgehoben : 

1 .  Die Berechnung dci- hlatrixelemente H,, geschieht mittels der in geschlossener 
Form angebbaren, algebraischen Formeln vom Typus (7) mit beliebiger Prazision. 
Insbesonders sind kcine Hilfsfunktionen zu berechnen oder aus vorher zu erstellenden 
Tab. durch Interpolation zu cntnehmen. Die Grosse der H,, hangt ausschliesslich 
von den vorgegebenen Koeffizienten v l  und den Laufzahlen TZ und m ab und ist frei 
von zusatzlichen Annahmen, Naherungen und Vereinfachungen. 

2. Da das Vcrfahren zu einer Bandmatrix W fuhrt, deren Eigenwerte nach einer 
fruher beschriebenen Methode3) bestimmt werden konnen, die sich speziell fur das 
programmgestcucrtc Kechnen eignet, lasst sich das gesamte Verfahren so pro- 
grarnmieren, dass ausser den das Problem definierenden Parametern v l  des Ansatzes 
( l a )  nur noch dcr Grad LV der Linearkombination (3) dem Rechenautomat vorgegebcn 
wcrdcn muss. Ein solches Programm liefert dann die Eigenwerte Ej  des Systems 
in der Reihenfolge j = 0, 1 , 2 ,  3 ,  . . . (bzw. j' = 0, 2,4,  . . . und j = 1,3,5, . . . im Falle 

") H. H U T I ~ H A ~ I S E R .  Solution of Eigenvalue Problems with the I-K-Transformation. Eat. 
Bur. Standards, ,\ypl. >Path. Series, 49, 47 (19.58). Diese Arbeit wird im folgcnden kurz als AMS 
49 zitiert. 

~ _____- 



symmetrischer Potentiale V(E)), d. 11. dass die physikalisch am interessantesten, 
untersten Energie-Niveaus (fur die auch die durch ( E )  gegebene Approximation der 
entsprechenden Eigenfunktion !PJ ( E )  im Rahmen der gewahltcn r\;ahcrung (S) optimal 
ist) zuerst und 1)cginnend mit dem stabilsten Nivcau l>ercchnct \wrden. 

In  der vorliegendcn Arbeit werden beschrieben : 
A. Das der Eigenwertbcrcchnung ziigrundc licgcndc Rechcnverfahrcn (LR- 

Transformation) ; 
13. Die als numerisches Expcrimcnt zu beti achtcndc 1:erc.chnung der Eigcnwcrte des 

Oszillators dcr 4fel’ Potcnz mittcls Linearkombinationen variabler S ’ s  und der Vergleich 
dieser U’crte mit jenen, die von I<ILYATRICR & ~<Il . l iATI<ICK4)  vcriiffentliclit wurden ; 

C. Die Rcrcchnung von ~~‘bergangsintcgralcn und dic Stoi-ungsrechnung 1. Ord- 
nung, ausgchend \-on den aL Losung erhal tcncn Jinearkomhinationcn (5)  

A.  Die LR-Transformation 
Das vorliegendc Problrm ctrfordcrt clic Ke4mmung clcr 9 kleinstcn Eigcn\\ ertcs 

einer positix- dcfinitiwn, symmctrischcn, unendlichm Matrix H, dcrcm Elemcnte 
H , l l , , ( J I . I t i  0.1 . . . ,  I 

die Eigcnscliaft 
H,,,,, 0 fiir iI ~ i i i  I 

besitzen, wobc~i r r i r i c  gcwissc Konstantc (in unscrciii Fallt. r k /2  ~ 3 ,  \vcmn das 
Potcntial (1) b z ~ . .  (1 a) symmctriscli ist) 1)edeutct. 

Einc Matrix mit dcr Eigenschaft (9) lieisst Bmcdnmtrix, weil nur die Diagonale 
rind jc! r Parallclreihen bcidcrseits dersc*ll~cw mit niclit\.crschwindendcn Elt*mcntcii 
Ixwtzt sincl. 

Far r ~~ 1 cdi i i l t  inan cfc.  sogcnanntr:n (( Kontinuantcn o ( Jscou~’schc. Matrizen). 
\wlchc hekanntlicli in dcr I~cttenbruchtlicorie auftrcten. 

Dic Eigrnwc:rtc clcr unendlichen hIatris H kihncn numcrisch nur dadiirch bc- 
stimmt werden, class man die 9 klcinstcn 1Sigenw.ctrtc cines encllichen Abschnittcs 
H(.”),  gebildct ;~ns  den Elcmentcn 

H,,,, ,(ii.iri 0.1 . . . . , .  \ 1 1  

\.on H Iiercclinc~t, welchc fiir hinrcicticntl grosses S bclic1)ip genau mit den t )  klciii- 
stcn Eigen\vertcn dvs  urspriinglichvn Ei~~,ii~vci-t}~ri~l)lenis iit~crcinstimmen 5 ) .  

1 . Prohlt.nr.stcll~irn~. Wir lwfasscii uns hier nur niit tlcin rein a1gel)raischr:n Probleni 
tlcr Hcstimmung cler jh kleinstcw Eigcnwcrtc. cincr eizdZiclzeii I3andmatris, wolwi p in 
jedcm Fall wrsciitlich kleincr ist als clic Kcihcnzahl clcr Matrix. DicS Eigen\vcrte clcr 
uneiitllicl~cn Matris miissen tlann tlurch chcn (;rcnziibcrgang bestininit \vcrtlcn. 

untl ( ; I V E S S ~ )  sintl fiir dicscri 
%\veck nicht sclir gc’eignet, wc41 clicsc clic Tlandgcstalt, tl. 11. clic I3gcnschaft (9) zc’r- 

LXr. an sich bcwiihrtcn h1ethotlcn x w i  j . K O ~ ~ I  

’) 1. 1:. L<II.I’. \’L‘KIC.K ~t IT. 1’. ~ < l L I ’ . \ T K l t ~ ~ < ,  j. C h e l l l .  l ’h>-S.  16, 7S1  (I‘H8). 
K, I.)cr Bc\vcis fiir clic l<on\-crgeiiz tlcr p kleinstcn lligen\verte vim H(.y) liir S + OL; crgibt 

3icli tinrcli Iktraclitung tles I i . \ u i . ~ ~ ~ ~ i ’ s c h c n  (juotienten auf Grunt1 cler \Tollstlndigkeit tlcs gc- 
\vaihlten l ioordinatenfunktionens~~tcms. IXesc l i o n \ - c q m z  ist iiln-igms im nllgemeincn 1x4 tlcti 
klcinsten Eigenwertrn a m  schnellstcn. 

6 ,  Siehe K. T. (;REGORY, Coinputiiig I<igc*nvalues arid I<igenvectors o f  ii Symmetric Hatris 
on tlic Illiac. M’‘T.IC 7, 215 (1953). 

7 j  W. Grvsxs, .\ Method of Computing Eigenvalucs and Eigeniwtors suggrstctl by Classiriil 
Ikwilts on Synimctric 11Iiltriccs. Xiit .  ‘Hitr. Standards, .\ppl. hInth. Srrirs 29, 1 1  7 (19.53). 
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storen. Man musste daher mit diesen Methoden stets mit der vollen N x N-reihigen 
Matrix rechnen, und dementsprechend ware auch der Rechenaufwand hoch, weil N 
unter Umstanden ziemlich gross gewahlt werden muss. 

Dagegen hat das in AMS 4g3) entwickelte und beschriebene Verfahren der LR- 
Transformation die Eigenschaft, dass die Bandgestalt wahrend des Prozesses erhalten 
bleibt, demzufolge sowohl der Rechenaufwand als auch der Speicherbedarf nur zu 
N proportional sind, so dass man verhatnismassig leicht zu grossen Werten von N 
vordringen kann. Fur den hier allein interessierenden Fall, dass die Bandmatrizen 
symmetrisch und positiv definit sind, eignet sich eine spezielle Variante der LK- 
Transformation, die im folgenden beschrieben werden solla). Diese Methode hat zu- 
dem noch den Vorteil, dass sie die kleinsten Eigenwerte zuerst liefert, so dass man 
die Rechnung vorzeitig abbrechen kann, wahrenddem man beim Verfahren von 
JACOBI alle Eigenwerte bestimmen muss. 

2. Grzcndfirinzifi der symmetrischen Variante der LR-Transformation. Die fur 
positiv definite symmetrische Matrizen geeignete Variante der LR-Transformation 
(LR-CHOLESKI) wird durch folgende Rechenvorschrift definiert : 

Ausgehend von der gegebenen Matrix A, = I berechne man in nachstehender 
Weise eine Folge von Matrizen A,, A,, A,, . . . gleicher Reihenzahl: 

a) Die MatrixAkwird in zwei zueinander transponierte Dreiecksmatrizen 
L, nnd& = z..; so zerlegt8), dass 

A, = LhRk. (10) 

= Rhxlc ' (11) 

b) Die beiden Faktoren 2, undR, werden in umgekchrter Reihenfolge 
miteinander multipliziert, das Produkt mird als A,,, definiert : 

Fur 
k = 0,1,2, . . . 
ad inf. 

Wegen der Bandgestalt von A,, = H (siehe Fig. l a  und lb)  sind auch Lo und R, 
Randmatrizen der in Fig. 2a und Fig. 2b angegebenen Gestalt. 

L, = R, = 

Fig. 2 

Infolgedessen hat auch die Matrix A, = RoLo die Eigenschaft (9), welche sich 
somit von A, auf A, und damit auch auf A, und ebenso auf alle folgenden A, aver- 
erbt )). Samtliche A, sind also Bandmatrizen gleicher ((Bandbreite D (und gleicher 
Reihenzahl N ) .  

*) Fur den allgemeinen Fall siehe die Originalarbeit AMS 49. 
8, Diese Zerlegung wird bekanntlich durch das GAUSS-CHoLEsKI'sche Eliminationsverfahren 

geleistet, siehe R. ZURMUHL, Matrizen, Springer-Verlag, Berlin, Gdttingen, Heidelberg: 1. Aufl. 
(1950) : 5 23.7; 2. Aufl. (1958) : 3 6.3. 
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Ferner vererbt sich auch die Synimetrie auf alle A,, denn es istA;+,= (R,L,)T= 
L;f RZ= R,L, =A,-,, weil LT= R,, und schliesslich sind die beiden Produkte L,R, 
und R,L, imnier ahnliche Matrizen, SO dass gilt : 

Satz 1: Die durch dic Beziehungen (10) und (11) erzeugten Matrizen A,, A,, 
A2, . . . sind alle symmetrisch und zueinander ahnlich. 

Schliesslich sol1 noch gezeigt werden : 
Satz 2: Die durch die Reziehungen (10) und (11) erzcugte Matrizcrifolge A,, 

A?, . . . hat tlie Eigenschaft 

0 

k - > m  lim A,. -: (:d3...* )- ( 1 4  

dx 
Beweis: Wir beweisen erst einen 
Hilfssatz: Wenn der Wert der aus den fi ersten Zeilen und Spalten ron A, ge- 

D ~ + I , P  >- D k , p .  (13) 

Rcweis cles Hilfssatzes: Wegen A, : LkLr ist Dk,+ die GKAM'SC~W Determinante, 
gebildet aus den p ersten Zeilen von L, und somit gleich der Summe der Quadrate 
aller p-reihigen Minoren, die man aus den # ersten Zeilen voii L, bilden kann. In- 
folge der speziellen Gestalt von L,: 

hildeten Hauptunterdeterminante mit Dk, bezeichnet wird, so gilt 

ist aber untcr diesen einzig der fit' Hauptminor von L, von 0 verschieden, namlich 
gleich dem Produkt der $ ersten Diagonalelemente von L,. Anderseits ist A,,, = 

LFLk und daher D,+,, die GRAM'sche Determinante der 9 ersten Spalten von L,, 
also gleich der Summe der Quadrate aller fi-reihigen Minoren, die man aus den p 
crsten Spalten von L, bilden kann. Unter diesen kommt aber der pte Hauptininor 
von L, ebenfalls vor, so dass D,,,, nicht kleiner als Dn,@ sein kann; damit ist dcr 
Hilfssatz bewiesen. 

Nun sind dic Dk,* fur jedes f~ beschrankt, es gilt namlich 

Dk,p G I ,  A, . . . A,, (1 5) 

~venn  &> A, > A3 . . . >, A,,, die der Grijsse nach geordneten Eigenwerte der Matrix 
A, - und damit auch von A,, - sind. (Da A,, = Hist ,  sind natiirlich auch die Aj mit den 
gesuchten Eigenwerten Ej  identisch.) 

Somit existiert wegen (13) 
lim Dk,= fur jedes feste p .  (161 

k + m  

Sei nun ,u eine untere Schranke fur das Produkt der fi  kleinsten Eigenwerte von 
A, ( f i  = 1,2, . . ., N ) ,  dann ist bekanntlich das Produkt von k irgendwelchen Diagonal- 
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elementen von L, grosser als 16, und zwar fur jedes p und k. InfQlgt: der Jl ’ x15tenz ’ 

D, ,.l,p-L& < r 2 P  fur jedcs k 3 ,  I< uxid rille p , 

von lim D,(, ltann man nun zu jedem E eine Konstante K angebcn, so dass 

(17) 

Da aber die Differenz links in (17) die Quadratsumme aller p-rcihigen Minoren (mit 
.4usnahme des $ten Hauptminors) ist, die man aus den ersten Spalten von L, 
bildcn kann, gilt fur jeden dieser Minoren (mit Ausnahme des Ptcn Hauptminors) : 

I M I < ~ ~ ; L -  f i i r k > K .  (18) 

Da nun der aus den Spalten 1,2,  . . ., $ und den Zeilen 1,2,  . , . p-1, q (q > fi) 
gcbildete Minor von L, ( R  > K )  sich infolge der Dreiecksgestalt von L, auf das 
Produkt 

reduziert, folgt wegen (18) und der obigen Bemerkung iiber das Produkt von k be- 
liebigen Diagonalelementen von L, sofort : 

4, 4 2  4, * * * l P - l # P - l  4 . p  

1 1:; 1 < E fur alle 9,  q :, p ,  k > K ,  ( I c , )  

wenn dcr obere Indes R die Zugehorigkeit des Elementes Zq, zur Matrix L, kcnn- 
zeichnet. 

Damit ist Satz 2 bewiesen; die Folge L, und damit offenbar auch die Folge A,, 
konvergieren also in jedem Fall (z. B. auch wenn mehrfache Eigenwerte vorliegen) 
gegen eine Diagonalmatrix, welche wegen Satz 1 die gesuchten Eigenwerte aIs 
Iliagonalelemente enthat. 

Ein numerisches Beispiel mag diesen Tatbestand illustrieren : 
’ 253 121 66 11 11 

- 24 

21 
57 73 -14 -9 96 - 19 7 1  

7 1  -117 152 -82 
6G -19 137 -117 

- 24 73 - 82 

Sei A, = 11 (\\ ‘1; 7 - 14 21 -14 7 /  

eine Matrix mit nur doppelten Eigenwerten ; das charakteristische Polynom lautet 
namlich: P(x) = (x3 - 351 x2 + 6081 x - 13167) z. Die LR-Transformation liefert in 
diesem Fall: 

A, = 

’ 329,04348 17,08159 30,00022 0,86706 1,77424 0 
242,26325 - 128,57183 60,78275 - 12,86329 1,92735 

92,03193 - 32,82819 11,47304 - 1,10450 
28,80061 - 8,52607 2,41296 

symmetrisch 6,97007 - 1,05912 
2,89067 , 

urid schliesslich 
\ ’ 332,84932 0,00000 0,00351 0,00000 0,00000 0 

332,84932 - 0,01804 0,00751 - 0,00001 0,00000 
15,61775 0,00004 0,01745 0,00000 

15,61770 - 0,02889 0,00904 
symmetrisch 2.53300 - 0,00002 

2,53292 , 
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Im allgemeinen sind die Diagonalelemente der Matrix limA, der Grosse nach 
gcordnet, d. h. es gilt in der Regel: 

Es gibt jedoch Ausnahmen von dieser Kegel, beispielsweise : 

fiir A, = 

1 1 2 4  

wird 
9,96113 0,03156 0,43671 0,03968 

1,00011 0,00154 0,00014 
5,01388 0,27385 

symmetrisch 2,02488 

A, = 

mnd 

A, = ( ( '  .5 ) (thcoretisch) . 

Infolge der Rundungsfehler stellen sich die Diagonalelemente aber auch in 
solchen Fallen oft urn ; das Bihliotheksprogramm LR-CHOLESKI fur die ERMETH lo) 

ist sogar so eingerichtet, dass dauernd kleine Storungen eingefiihrt werden, welche 
zur Folge haben, dass die Eigenwerte immer der Grosse nach geordnet erschcinen. 

3. Konvergenzbeschleunigung durch Il'ull~unktsverschiebung. Als Gegenstuck zu den 
obigen numcrischen Beispielen, fur welche die LR-Transformation sehr gut konver- 
giert, gibt es auch Falle, wo die Konvergenz sehr langsam ist. Man kann aber die 
lionvergenz der LR-Transformation wie folgt beschleunigen : 

Zunachst beobachtet man, dass das letzte Diagonalelement ui(!v der Matrix A, 
mit wachscndem lz ctwa wie 

gegen seinen Grenzwert AN konvergiert. (Diese Aussage gilt naturlich nur asyrnpto- 
tisch.) Wenn also Ax und Ax-l nahc beieinanderliegen, wird die LR-Transformation 
xhlecht konvergieren. 

Wenn man jedoch die LK-Transformation auf die Matrix A, - zE =B,  statt auf 
A, anwendct, wobei z noch unterhalb des klcinsten Eigenwerts 1, liegen muss, so 
erhalt man die Eigenwerte der Matrix A, - zE, und zwar konvergiert jetzt das letzte 
Diagonalelemcnt wie 

10) ERMETH = Elcktronische Rechenmaschinc der Eiclg. Technischen Hochschule. Institut 
tur angcwandte Bfathematik, Leitung Prof. Dr. E. STIEFEL. 
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Je naher z an A, herankommt, um so kleiner wird (As - z ) / ( & , ~ - ~  - z ) ,  und urn w 
rascher konvergjert daher &$” gegen 1, --z. Beispielsweise ist fiir die Matrix 

30 1 3 
A,,=( 30 5 30 5 

5 3 1 30 

(73) 

init den Eigenwerten 39, 31, 27, 23: 

26,66502 - 2,17014 ’ ) 

i 

36,75990 3,56554 0,51768 2,27441 
A7=(  31,75087 1,94816 0,07006 

symmetrisch 24,s 242 1 

Wenn man die LR-Transformation aber auf A, - 22E anwendet, so resultiert, nach 
7 LR-Schritten und nachdem man 22 E wieder addiert hat : 

27,06423 - 0,01466 

38,90558 0.86746 - 0,05442 0,00098 
31,03013 0,50005 - 0,00172 ( symmetrisch 23,00005 

B,+ZE= 

Auf Grund dieser Beobachtung wird man schliesslich zu einer Variante der LR- 
Transformation gefuhrt, bei der vor jeder Dreieckszerlegung (nach CHOLESKI) r,,E 
von A, substrahiert und nach der Zusammensetzung wieder hinzugcfiigt wird. Dabci 
wird die c(Nul1punktsverschiebung )) z, moglichst gross gewahlt, aber doch so, cia+ 
A, - z,E noch positiv definit ist : 

PR;=O/t@ 

I a- 1 
I Wahle zk I 

I 
(24) 

l-lk: = k + l  I Zusanimensetzung : 
A,,,: = Z k E +  RkLk 

Dabci hat das adynamische Gleichheitszeichena : - die Bedeutung: ccist defiiiiert al\ D 
oclcr ctist zu bcrcchnen als)). 

Die Wahl der Nullpunktsverschiebung zk kann beispielsweise mit Hilfe von 
schatzungen iiber den kleinsten Eigenwert der Matrix A, erfolgcn. Dabei crhalt man 
mit wachsendem K in dcr Regel immer bessere Abschiitzungen fur 1,; man kann also 
z ,  immer naher an AL\? wahlen, so dass die Konvergenz immer schnellcr wird, und 
nach kurzer Zeit werden alle Aussendiagonalelemente der letzten Zeile und Spalte 
vernachlassigbar klein werden. Das letzte Diagonalelement ist dann (angenahert) ein 
Eigenwert ; ferner kann man die letzte Zeile und Spalte ubcrhaupt wegstreichen und 
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A :  2 0 .. 
Po: = 0 

niit d v r  verbleibenden N - 1-reihigcn Matrix in gleicher Weisc weiterrechnen, worauf 
111;m weitere Eigenwerte erhalt. 

Durch numerische Experimente wurde inzwischen festgestellt, dass es zweck- 
m&ig ist, die Nullpunktsverschiebungen z, etwa in folgender .4rt zu bestimmen : 

\Venn qr das letzte Diagonalelement von A, ist, so setzt man 

' i ,  - ' P h  Y L f  ( '  - ~ I I )  '1-1 8 (25) 

0 4- sc 

~ 

0: = 1 
,:k : 

3 qJc 4JC + (1 - qJ,) q+1 

I- 0- -1 
Misslingen e: =-I 

,- z, E in L,R, z,: = Zkd1 

$(;clingen 'Pk+i:  + v k  

Zusnrnmensetzung I 1  A,,,: = &L,+ZkE 

Ja 
J 

I e o 1 
{ Nein 

Wenn man nach dieser Rechenvorschrift die Matrix (23) behandelt, so lauft die 
Rechnung wie folgt ab (die folgende Tab. zeigt fur jedes k die Elemente der letzten 
Zeile von A, sowie die Grosse cpk und die Nullpunktsverschiebung 2,; (sechsstellige 
Rechnung)) : 

1 h  



L I 

6 
7 
8 
9 

10 

I :,go7369 
2 4,251897 

0,072478 
0,009717 
0,000696 
0,000019 
0,000000 
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- 0.042779 
- 0,009655 
- 0,001058 
- 0,000042 

0,000000 

3 30 

- 0,228335 
- 0,055480 
- 0,007571 
- 0,000402 
- 0,000006 

Zerlegung misslingt, daher Wiederholung rnit zz = 

Zerlegung misslingt, daher Wiederholung rnit z, = 

23,012256 
23,000742 
23,00001 7 
23,000002 
23,000002 

0,421875 
0,710938 
0,855469 
0,927734 
0,963867 

30 
27.800000000 
23,737764268 
23,000225321 
23,000000000 

0,s 
0,750000 
0,937500 
0,996093 
0,999984 

2295 

- 
Bk 

0 
14,449365 
23,861663 
74,449365 
18,626693 
22,501694 
23,030346 
22,501 694 
22,717087 
22,918748 
22,988271 
22,999154 
22,999971 

Man erkennt die immer schnellere Konvergenz des letzten Diagonalelements (die 
Abweichung von 0,000002 vom exakten Eigenwert 23 ist auf die Rundungsfehler der 
Berechnung zuriickzufuhren) sowie das immer schnellere Verschwinden der Nicht- 
Diagonalelemente der letzten Zeile (und Spalte). Man sieht ferner, wie zk immer 
ngher an den kleinsten Eigenwert herankommt ; diese Eigenschaft der Rechen- 
vorschrift (26) ist natiirlich fur die immer schnellere Konvergenz verantwortlich. 

Nach dcm 10. Schritt kann man offenbar die letzte Zeile und Spalte wegstreichen 
- was im Flussdiagramm (26) nicht beschrieben ist - und rnit der verbleibenden 
dreireihigen Matrix weiterrechnen. 

4. Das BibliotheksProgramm LR-CHOLESKI (BP 1000) fur die ERMETHlO). Das 
BP 1000 erlaubt die Berechnung der p kleinsten Eigenwerte einer beliebigen sym- 
metrischen Bandmatrix rnit der ERMETH. Dabei konnen die Grossen N (= Ordnung 
der Matrix) und r (= Anzahl der Nebenreihen beiderseits der Diagonalen) sowie die 
Blockadresse der gegebenen Matrixelemente und der gesuchten Eigenwerte als Para- 
meter vorgegeben werden. 

Die Berechnung der Eigenwerte erfolgt im wesentlichen nach der Vorschrift (26), 
nur werden die Grossen r.pk nach einer feineren Methode als dort angegeben berechnet. 
Diese Methode berucksichtigt auch die uVorgeschichte,, d. h. ob die Zerlegung bei 
den letzten LR-Schritten gelungen ist oder nicht, und gibt beispielsweise bei An- 
wendung auf die Matrix (23), welche mit N = 4, r = 3 ebenfalls rnit BP  1000 be- 
handelt werden kann, folgende Resultate (llstellige Rechnung) : 

1 . k )  qk I f?k I zk 

0 
15,000000 000 
22,384615 811 
22,998354090 
23,000000 000 
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4 
5 
6 
7 

Hicr ist zk bereits ein Eigenwert, weil die beiden Schranken zusammenfallen; man 
streicht daher die letzte Zcile und Spalte weg und rcchnet mit der verbleibenden 
3reihigen Matrix weiter; man erhalt dann : 

27,365179794 0,747789 23,000000000 
27,061486063 0,999663 26,264091 557 
27,000000037 0,999999 26,999997 699 
27,000000001 0,999999 27.000000001 

womit bereits der zweite Eigenwert bestimmt ist; dieser ist, wie nicht anders zu 
erwarten war, durch &e Rundungsfehler der Rechnung leicht verfalscht. 

B. Die Eigenwerte des Oszlllators der 4*en Potenz 
Nach dcm im Abschnitt A eingehend beschriebenen Verfahren wurden im Sinnc 

eines numerischen Experimentes dic Eigenwerte Ej  des linearen Oszillators cler 
4te" Potenz, V(E) = t4 fur Linearkombination @ ( E )  (3) variablen Umfangs N ( N  = 

2,4 ,6 ,  8, 10, 12 und 40) berechnet. Die zum Vergleich herangezogenen wahren Eigen- 
wcrtc dieses linearen Oszillators sind erstmals von  BELL^') und dann, mit hoherer 
Genauigkeit, von KILPATRICK & KILPATRICK~) durch numcrische Integration der 
ScIIRBuINcER-CleiChUng (2) ermittelt worden 12). Im Vordergrund dcs Interesses 
stand vor allem die Frage nach der Konvergenz der durch den Umfang N von @ ( E )  
hestimmten Niiherungswertc Ej  aus (4) zu den bekatinten, wahren Eigenwerten des 
linearen Oszillators der 4t'U Potenz. 

Die Xiherungen niedriger Ordnung (N  =: 2 bis 12) wurdeii uiiter Verwendung der 
fruher tabellierteri Werte der Matrixelemente Hnnl l )  von Hand gerechnet. Die 
Matrizen W =  (PP,,) lassen sich, da V ( [ )  = E4 symmetrisch relativ zu 6 : 0 ist, 
faktorisiercn, so dass z. R. das Eigenwertproblem (4) fur N = 12 die Form (27) an- 
nimmt. 

Es sei bemerkt, dass (27) auch alle Elemente H,, der niedrigen Naherungen ent- 
halt, in dem z. B. N = 8 in (27) nur die Zeilen und Kolonnen der Indizes 5, 6, 3.1 und 
12 zu streichen sind. 

Die Eigcnwcrte der Niiherung N -= 40 wurden durch Eingabe der Grossc o4 = 1, 
i!, = 0 fur I =I= 4 und von All2 = 20, getrennt fur dic symmetrischen und antisymnie- 
trischen AIiteile nach dem unter A beschriebenen Verfahren berechnct. 

Die Tab. I und I1 enthalten die so gewonnenen Eigenwerte sowie jene, die der 
Arbeit von KILPATRICK & KILPATRIcK') entnommen wurden. Wie ersichtlich, kon- 
vergiert das Verfahren, insbesondere was die untersten Energieniveaus betrifft, 
schncil, wenn auch unregelmiissig, was, am untersten Eigenwert E, demonstriert, aus 
der Zusammcnstellung auf S. 2298 oben hervorgeht. A bcdeutet die Differenz zwi- 
schen den Eigenwerten zweier aufeinanderfolgender Naherungen A'. 

Fur den T y p s  der Konvergcnz Iiisst sich keine einfache, allgemeine Beziehung 
ablciten, die eine Schatzung der Gute der Nahcrung LV erlauben wurde. Hingegen 
zeigt die Tab. I, dass bereits die Ngherung iV ::= 8, die sich in diesem Fall bequcm 

") R. P. DELL, Proc. Roy. SOC. [A] 183, 328 (1945). 
12) Betreffend die von KILPATKICK & KILPATRICK~) verb\ endete numerische Methode sichc 

\V. E. MILNE, l'hys. Review 35, 863 (1930) 
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0 2,5000 2,1422 2,1415 2,1301 
I 10,5000 7,878h 7,b266 7,6251 
2 24,858 16,715 15,152 
3 47,121 29,552 24,771 
4 78,643 47,923 

(> 172.80 
7 236.55 
ti 
9 

10 
11 

-J 120,32 73,052 

und mit mininicm numerischem Aufwand von Hand berechnen lasst, bereits jene den 
csperimentell erzielbaren Genauigkeiten oder der Giite der durch das gewahlte 
Molekelmodell bcdingten Naherung adaiquate Losungen fur die beiden untersten 
Energicniveaus liefert, die in vielen Fallen allein von Interesse sind. 

2,1226 
7.6139 

14,943 
23,531 
37,641 
55,084 

105.82 
146,88 
311,9Y 
399,39 

3 
I 

I 4 

6 

8 
I 

10 1 1: 

2,5000 

2,1422 

2,1415 

2,1301 

2,1226 

2,1209 

0,3573 

0,0007 

0,0114 

0,0075 

0,0017 

i i  I 2,1'20724 I 
Wahrer R'ertl) : 2,120722 

Tabelle 1. Gi<enwev& Ej dev Naheruizgen N = 2, 4, 6, 8, 10 und 12 fur den lineareit 
Oszillator der 4ten Potenz. Einheit : h0/4 

12 

2,1209 
7,6035 

14,941 
23,327 
33,930 
47,226 
78,169 

107,66 
196,79 
225,99 
499,05 
611,lY 

Sym- 
Inetriel3) 

Fur kleinc X lassen sich dann auch, entsprechend den iiblichen Methoden, die 
Iioeffizienten cjn der zum Eigenwert Ej  gehorigen Linearkombinationen (28) bc- 
rechnen. -11s Beispiele seien hier die Linearkombinationen der Naherungen K = 2 

(28) 

_____. - 

13) Die S>-nimetrie bezieht sich auf die zu E j  gehorigen Linearkombinationen 0 ( E ) .  A be- 
Jzutet synuuetrisch, B antisymiiietrisch relativ zum Ursprung 5 = 0. 
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Tabelle 11. Eigenwerte Ei dcr Naherung N = 40 uiad exakte Eigenwerte fzir de+i 
Oszillator der 4ten Potenz. Einheit : Eo0/4 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
1 7  
18 
19 

2295 

2,120724 
7,599346 

14,911395 
23,289493 
32,523651 
42,476792 
53,057012 
64,197317 
75,850732 
87,981257 

100,552518 
113,584261 
127,861077 
144,479504 
168,231330 
193,793233 
234,758855 
271,500909 
335,288599 
385,291398 

20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
3 1  
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
3'1 

A EP) 
4, -1 

479,182651 
545,192379 
678,910591 
764,304365 
950.707778 

1059,538773 
1315,847666 
1452,947700 
1802,871515 
1973,986989 
2451,551910 
2663,529559 
3320,510117 
3581,621729 
4503,870071 
4824,612594 
6175,835944 
6571,578828 
8765,555914 
9268,493627 

2,120722 
7,599346 

14,91144 
23,28950 
32,52366 
42,4768 
53,056948 
64,197196 
75,846042 
8 7,96231 6 

100,512510 
11 3,468428 
126,806094 
140,504790 
3.54,546402 
168,914932 
183.596135 

0,000002 
0,000000 

- 0,00004 
- 0,00001 
- 0,00001 

0,0000 
0,000064 
0.000121 
0,004690 
0,018941 
0,040008 
0,115833 
1,054983 
3,974714 

13,684928 
24,878301 
51.162720 

Ei 
A' = 40 

und 4 sowie diejenigen der jeweils vier untersten Eigenwerte Ej  mit i = 0, 1, 2 und 3 
der Naherungen N = 6, 8, 10 und 12 angegeben. Alle Linearkombinationen sind 
normiert, d. h. dass die Koeffizienten cj ,  der Bedingung (29) geniigen: 

Naherung N = 2 
cD0(E) = 1,0000 zto(E) 

= 1,0000 N 1 ( E )  

Naherung S = 4 
@,,(E) = 0,9921 tc0([)  - 0,1255 ua(E) 
@I(&) 0,9660 u,(&) - 0,2585 ~ ~ ( 5 )  
D2(E) = 0,1255 u~([) f 0,9921 ~ ~ ( 6 )  
D3([) = 0,2585 t l l ($)  + 0,9660 ug([)  

Naherung AJ = 6 
@ o ( 8  =z 0,9916 Uo(6) - 0,1290 ~ ~ ( 5 )  + 0,0038 u ~ ( [ )  

= 0,9475 ttl(E) - 0,3134 ~ ~ ( 6 )  + 0,0635 us(&) 
@ z ( E )  =z 0,1214 t t o ( F )  + 0,9240 ~ ~ ( 6 )  - 0,3626 ~ ~ ( 6 )  
@3(5) == 0,3086 t11(5) + 0,8446 - 0,4374 us([ )  - 

14) d Ei bedeutet die TXfferenz zwischcn den fur N 7 40 gefundenen Naherungswerten und 
dcnen von KILPATRICK R: KILPATXICK4) angegebenen. 
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Naherung N = 8 
Goo) = 0,9922 ~~(6) - 0,1238 ~ ~ ( 5 )  - 0,0069 ~ ~ ( 6 )  + 0,0112 zte(E) 

G1(6) = 0,944GS ztl(6) - 0,3155 ~ ~ ( 6 )  + 0,0675 tt5(5) - 0,0039 u,([) 
@ , ( E )  - 0,1034 zto(E) + 0,8670 ~ ~ ( 2 )  - 0,4673 u4([) t 0,1386 ts(6)  
Qj3(E) - 0,2877 Ifl(:) + 0.7387 %t3(5) - 0,5717 u s ( [ )  + 0,2113 t < , ( [ )  

Naherung N = 10 
Oo(6) ~ 0,9921 ztO(6) - 0,1235 ~ ~ ( 5 )  - 0,0102 ~ ~ ( 5 )  t 0,0180 ~ ~ ( 5 )  - 0,0072 us([) 
@I(() = 0,9474 ul(E) - 0,3138 u~(L$)  + 0,0621 ~ ~ ( 6 )  - 0,0049 u , ( E )  - 0,0084 ~ ~ ( 5 )  (30) 
@,(() 0.0969 ~ o ( 5 )  + 0,8476 u Z ( ~ )  - 0.4866 ~ ~ ( 6 )  + 0.1833 us( ( )  - 0,0421 ue(E) 
@ 3 ( E )  ~ 0,2637 ~<1(6) + 0,6852 u3([)  - 0,5982 zt6(E) + 0,3070 ~ ~ ( 5 )  - 0,0945 zlS(c$)  

Nahcrung A- = 12 
@o(E) = 0,9920 - 0,1239 w ~ ( E )  - 0,0105 2t4(E) + 0,0194 ~ ~ ( 6 )  - 0,0100 z /~( [ )  + 0,0029 ~ ~ ~ ( 2 )  
@I(:) - 0,0473 ul(c$) ~ 0,3140 ~ t 3 ( E )  + 0,0607 u;([) - 0,0091 u,( [ )  - 0,0153 us([) + 0,0068 7t11(5) 

@,([) = 0,0964 u"([) + 0,8463 u A ( E )  - 0,4874 ~ ~ ( 6 )  + 0,1864 ~ ~ ( 2 )  - 0,0472 ~ ~ ( 6 )  + 0,0039 ~ ~ ~ ( 6 )  
Dd([) ~ 0,2544 ul($) + 0,6683 ~ s ( f )  ~ 0,5W7 us(E) + 0,3322 ~ ~ ( 6 )  - 0,1330 itg(E) -t 0,0330 I l l l ( f j  

Die cxphzitc Kenntnis der Linearkombinationen ist vor alleni im Hin- 
blick auf anschliesscnde Storungsrechnungen, Berechnungen der fur die Spektro- 
skopic wichtigcn ubergangsintegrale Q oder anderer auf der Kenntnis von @, (6) 
basicrender Berechnungen von Intercsie. Als illustrierende Beispiele seien im Ab- 
schnitt C die Berechnung der Ubergangsintegrale Q und die Storungsrechnung 
1. Ordnung anhand der Linearkombinationen (30) des Oszillators der 41en Potenz 
besprochen. 

C. Verwendung der Linearkombinationen aj(6) 
Liegen fur die Eigenwerte E, die entsprechenden norniierten Linearkombinatio- 

nen GI(6) (28) vor, so lassen sich aus diesen leicht weitere Aussagen gewinnen. Dabei 
werden solchc znsatzliche Rechnungen durch die Orthogonalitatseigenschaftrm cter 
HeRMITE'schen Funktionen .u,(t) (31) 

(31) 

(worin N n  den Normierungsfaktor und H,(E) das HERMITE'sche Polynoni vom Grade 
71 darstellen) und durch die fur H,(E) geltenden Rekursionsformeln (32) und (33) 
wesentlich erleichtert. 

LL2 2 

= XnH,,(c$) e-' 8 -  

1 :4($) * I I I , , - I m +  2 Htt+l(E) . ( 3 3  

ills Beispiel scicn die Herechnung der ifbergangintegrale Qtj und dic Stiirungs- 

3 .  Ubergangintegrale. Als Ubergangintegral zwischen den (hier als reel1 voraus- 
rechnung 1. Ordnung besprochen. 

gcsetzten) Eigcnfunktionen Y , ( n )  und Y j ( x )  bezeichnet man den Ausdruck (34)"') : 
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Dieser nimmt, bezogen auf die Naherungen @*(&) und @$) (28) die folgende 
+m Form an: 

Q& = / @&I E d t  
-m 

Q& 
Q L  
Q;, 
2;s 

x-I x-I 

n-0 m=o 
C 2 cinc3rn%rn I 

worin die Grossen c",,,, die Ubergangintegrale 

Enm = Tun(t) 5 urn(t) dE 

%n+1 - = vy, - 

(36) 

des linearen harmonischen Oszillators darstellen 16). Diese sind, wie man sich durch 
Einsetzen von (31) und (32) in (36) uberzeugen kann, nur dann von Null verschieden, 
wenn m = n+l oder n-1  ist: 

-cQ 

0,707 0,596 0,590 0,598 0,601 0,601 0,6008 
- 0,001 0,045 0,047 0,037 0,033 0,0324 
- 0,730 0,726 0,728 0,730 0,729 0,7343 
- 1,453 1,085 0,907 0,840 0,830 0,8389 

(37) 

- nnm = 0 wennm .). n + l , n - 1 .  

Zusammenfassend ausgedruckt , ergibt sich fur die Grossen ST,,, : 

Setzt man den Ausdruck (38) in (35) ein, so erhalt man fur das Ubergangintegral 
Qlj die Beziehung (39) 

Tabelle 111. Ubergangsintegrale Q; des Oszillators der 4fen Potenz 
berechnet entsprechend (40) aus den Linearkombinationen (30) 

2 4 6 8 10 12 

16) H. EYRING, J. WALTER & G. E. KIMBALL, Quantum Chemistry, New York 1944, p. 117. 
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Wendct man die Formel (40) auf die Linearkombinationen (30) des Oszillators dtr 
4'?* Potenz an, so erhalt man die in der Tab. 111 angegebenen Nahcrungswertc pi, 
tler LbergangintcgraIe Q i j  dicses Oszillators. 

2. Stomngsrechnung 1. Ordnung. Die Storungen A Ej  der Eigenwerte E j ,  die durch 
ein zum Potential (1 a) zusiitzliches Storpotential W(5) hervorgerufen werclcn, lw- 
rcchnet man mtsprechentl der allgemeinen Formel (41.) ") 

1 f i .  , = p@j(il LIT($)  Qj(t) dI , (41 i 
--no 

in dcr GJ ( E )  die normierte, zu E j  gehorige Lincarkombination (28) bedeutet. 
Als illustricrendes Reispiel sei hier kurz der spezielle Fall erlautert, dass li.7(t) 

cine quadratische Funktion der Form (42) ist : 
It-@ = rl>lE+rt,2 ;"? . ( 4 3  

Xuf den allgemcineren Fall, niimlich dass W(E) ebenfalls ein Polynom vom Ty-pi.1~ 
(1 a) ist, sol1 in anderem Zusammenhang zuriickgekommen werden. Er  unterscheidet 
sich nicht prinzipiell vom hier angegebenen Beispiel. 

Setzt man (42) in (41) ein, so erhalt man unter zweimaliger Beriicltsichtigung dcr 
Iiekursionsformel (32) die Rezichung (43) 

"jo cj I 
X X 

c j p  

X 
(j3 C j 4  

X X 

c 
n Ei 

16) Durch numcrische lntcgration aus den v ahren Eigenfunktioiirn Y(5) bcrrchnet : E. I ~ I : I L -  
I'XONNER, H. RI-TISHAGSER & F. GERSON. Helx. 42, 2304 (1959). 
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Die Berechnung von AE,  entsprechend der Beziehung (43) geschieht so, dass inan 
die Grossen w1 hf; + zev,  h:: in einem quadratischen Schema anordnet, zeilenweise 
und kolonnenweise mit cjn multipliziert und die _1.'2 Grosscn (von denen ein Gross- 
teil Null ist) sunimicrt (vgl. Schema 45). 

Abschliessend sei bemerkt, dass das hier beschriebene Verfaliren als Ganzes auf 
die programmierte Berechnung der durch das Potential V(6) (1 a) definierten ein- 
dimensionalen Eigenwertprobleme zugeschnitten ist. Wie das vorliegende nunieri- 
sche Experiment zeigt, liefert aber der Ansatz (3a) bereits fur kleine il' (w G bis 12) 
Resultate, die sich leicht von Hand berechnen lassen und die fur viele Falle hin- 
reichend genau sein diirften. 

E. HEILBRONNER und F. GBRSON danlcen der CIBA AKTIESGESELLSCHAFT in Easel fiir die 
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Unterstiitzung der vorliegenden Arbeit. 

SUMMARY 

A method for calculating the eigenvalues of a particle moving in a one-dimensional 
potential, given as V ( t )  = v1 5 +v, t 2  +v, 6 8  +. . . is described. It is a variational 
method which makes use of linear combinations of HERMITE orthogonal functions 

@(t) = C c, u,(t),  the recursion properties of which allow for the calculation of the 

matrix elements H,, and s,, in closed form without involving any further approxi- 
mation. As the matrix €I= (Hnm) is a band matrix, the corresponding eigenvalue 
problem can be solved by applying the LR-transformation, which yields the eigen- 
values in the order of their stability, so that the calculation may be stopped after 
the required number of the lowest levels has been calculated. 

The linear fourth power oscillator has been recalculated as a numerical esperiment. 
It is shown that approximations of low order (N  = 6 to 12) give results which for the 
levels E, to E,  are accurate for all practical purposes (e. g. calculation of transition 
probabilities ; first order perturbation calculation). For low values of N such calcula- 
tions are easily performed by hand. 
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